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«INVERSION» AS A METHOD OF EXCLUSION  
OF «SMALL DENOMINATORS» IN THE HILL’S SECOND PROBLEM  
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Abstract. For disclosure of the essence of the problem we give some details of the geometry, astronomy, and 
the theory of the intermediate orbits. In geometry, introduces the concept of inversion [1]. This transformation which 
takes each A point in the plane of the point А, lying on the moon ОА that OA  OA = k,  where k – const degree of 
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inversion, O – inversion center. In astronomy [2], the notion of small denominators is the denominator of the form 

021  nm  where m, n – integers, 1 и 2 – rate movements. «Small denominators» lead to resonant motion 

of the satellite and other celestial bodies.  
In theory [3], the notion of intermediate orbits «intermediate orbit» that solves the basic problem in the motion 

of the satellite. 

In the article, shallow OA , AOw  , 



2C

k  where  – pole resonant radius of the satellite, w – the 

dimensionless variable of Hill, С – permanent of the integral areas,  – gravitational parameter, found a new method 
of eliminating the «small denominators» in the second Hill’s problem.  

The developed method is relevant in the theory of motion of satellites of resonance as a method: 
- it allows to exclude «small denominators»; 
- it makes it possible to build a universal variables that are valid in the resonant and non-resonant motion of the 

satellite. 
  
 

УДК 531.1+629.195 
 

«ИНВЕРСИЯ» КАК МЕТОД ИСКЛЮЧЕНИЯ  
«МАЛЫХ ЗНАМЕНАТЕЛЕЙ» ВО ВТОРОЙ ЗАДАЧЕ ХИЛЛА 

 
М. Д. Шинибаев1, А. А. Беков1, С. А. Жолдасов2, О. Кашикбаев2,  

Б. Н. Рахимжанов3, Е. А. Акинбеков4 

 
1АО «НЦКИТ», Алматы, Казахстан; 

2Университет Сыр-Дария, Жетысай, Казахстан; 
3Кокшетауский государственный университет им. Ш. Уалиханова, Кокшетау, Казахстан: 

4Южно-Казахстанский государственный университет им. М. Ауезова, Шымкент, Казахстан 
 

Ключевые слова: резонанс, орбита, малый знаменатель, поле тяготения, силовая функция, спутник 
Земли, полярные координаты. 

Аннотация. Для раскрытия сути задачи приведем некоторые сведения из геометрии, астрономии и 
теории промежуточных орбит. 

В геометрии вводится понятие инверсии [1]. Это преобразование, переводящее каждую точку А плос-
кости в точку А, лежащую на луче ОА, что OA  OA = k, где k – const – степень инверсии, О – центр инверсии. 

В астрономии [2] введено понятие «малых знаменателей». Это знаменатель вида 021  nm , где 

m, n – целые числа, 1, 2 – частоты движений. Малые знаменатели приводят к резонансным движениям ИСЗ 
и другие небесные тела. 

В теории промежуточных орбит [3] введено понятие «промежуточной орбиты», которая решает 
основную задачу в движении ИСЗ. 

В статье, полагая OA , AOw  , 



2C

k , где  – полярный радиус резонансного ИСЗ, w – 

безразмерная переменная Хилла, С – постоянная интеграла площадей,  – гравитационный параметр, найден 
новый метод исключения «малых знаменателей» во второй задаче Хилла. 

Разработанный метод актуален в теории движения резонансных ИСЗ, так как метод: 
– позволяет исключить «малые знаменатели»; 
– дает возможность построить универсальные переменные, которые справедливы как в резонансных, 

так и в нерезонансных областях движений ИСЗ.  
 
Пусть резонансный спутник Земли совершает неуправляемое движение в поле тяготения 

Земли и Луны, тогда силовая функция Хилла запишется в виде  

22 )(
2

1

2

1
zvvvr

r

M
U  ,                                                    (1) 
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где  и  – постоянные параметры, которые подбираются так, чтобы обеспечивались движения 
узла и перигея орбиты ИСЗ;  – гравитационный параметр; zyx ,, – геоцентрические координаты 
ИСЗ.  

Дифференциальные уравнения движения ИСЗ с учетом (1) в геоцентрических координатах 
Oxyz   
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где С – постоянная интеграла площадей; h  – постоянная интеграла энергии. 
Перейдем от дифференциальных уравнений (2) к безразмерным переменным Хилла, посред-

ством следующих обозначений: 
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w ,                                                (6) 

тогда будем иметь 

0
)1(

1
1

2/3242

2










 


 s
w

wd

wd
,                                              (7) 

0 1
42

2







 



s

wd

sd
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,  – полярный угол,                                                (9) 

где 






12C
w – переменная Хилла, которая соответствует инверсионному соотношению 

kOAAO  , wAO  , OA , 



2C

k ,  – полярный радиус. 

В случае резонанса  , а 0w , причем в случае отсутствия резонанса 0  ,0 w . 
Покажем, как исключается «малый знаменатель». 

Пусть )( f
b

B
, constB , b – «малый знаменатель», )(f – определяющая функция. 

Подставим  в (6): 

)()(

1 22

















f

bD

fB

bCC
w ,   const

2


B

C
D


,   0b .                       (10) 

Из (10) видно, что при 0  ,0  wb  и при 0b , 0w , так как )(f  – ограниченная 
функция, то есть ИСЗ не совершает финальных движений. 
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Таким образом, переменная w не теряет смысла, как в резонансной области, так и в нере-
зонансной области, т.е. в этих переменных нет «малых знаменателей». 

В заключении отметим, что преобразование инверсии: 
1) позволяет исключить «малые знаменатели»; 
2) дает возможность построения непрерывной функции, которая универсальна. 
Рассмотрим теперь, что происходит с аппликатой ИСЗ. 
В основной плоскости O  аппликата равна нулю. Как только ИСЗ покидает основную 

плоскость, вступает в силу соотношение )()(  sz , причем )(s – ограниченная функция.  

В случае резонанса   и z , 0 , 0z . С другой стороны ИСЗ находится вне 
плоскости, тогда 

w
C

z
s 




2
                                                                     (11) 

при резонансе 0w , 0s , в случае отсутствия резонанса 0w , 0s , 0z , следовательно, 
тангенс широты s – непрерывная функция. 

Введем обозначение: 
2C

z
 , где  – безразмерная ограниченная переменная, тогда 

ws  .                                                                      (12) 

Переменные s, , w не содержат «малые знаменатели», они безразмерны и универсальны, т.е. 
не теряют смысла как в резонансной, так и в нерезонансной областях движений ИСЗ.  
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Тірек сөздер: резонанс, орбита, кіші бөлгіш, тартылыс өрісі, күш функциясы, Жер серігі, полярлық 
координаттар. 

Аннотация. Есептің мағынасын түсіну үшін біз геометриядан, астрономиядан жəне орталық орбиталар 
теориясынан қажет мəліметтерді келтірейік.  

Геометрияда [1] инверсиялық түрлендіру ұғымы берілген. Ол түрлендіруде жазықтықтағы А нүктесі А 
нүктесіне өтеді, олар ОА сəулесінде орналасады жəне OA  OA = k, мұнда k – const – инверсия дəрежесі,              
О – инверсия полюсі. 

Астрономияда [2] «кіші бөлгіш» ұғымы берілген. Ол бөлгіш 021  nm , m, n – бүтін тұрақтылар, 

1, 2 – бұрыштық жылдамдықтар. «Кіші бөлгіштер» резонанстық қозғалысқа алып келеді. 
Орталық орбиталар теориясында [3] осы орбиталар ұғымы беріледі. Ол ЖЖС-нің негізгі есебін шешеді. 
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Мақалада инверсия былай енгізілген:  

OA , AOw  ,  



2C

k  

мұнда  – резонанстық ЖЖС полярлық радиусы, w – Хилл айнымалысы, С – аудан интегралының 
тұрақтысы,  – гравитация параметрі. 

Мақалада инверсияны қолданып Хилдың екінші есебінде «кіші бөлгіштерден» құтылу əдісі орнатылған. 
Бұл əдіс өзекті, өйткені: 

– «кіші бөлгіштер» жойылады; 
– универсал айнымалыларды құруға мүмкіншілік береді. 
 

Поступила 22.05.2015 г. 
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