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TESTING THE RESULTS OF NUMERICAL SIMULATION  
OF PROBLEMS OF ELECTRICAL PROSPECTING  

WITH DIRECT CURRENT 
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Key words: direct current electrical prospecting, testing of the numerical results, method of integral equations, 
layered medium, relief contact boundaries. 

Abstract. Theory of direct current electrical prospecting's methods are mainly developed for media with a flat 
surface. But, in practice the difficult terrain surface often come up. This raises the task of studying the impact of 
different forms of ground surface relief on the results of geophysical researches. Nowadays the developed methods 
aimed at some degree to account for the effect of topography, did not led to the creation of a unified theory and 
methodology and have no the application of interpretation of direct current electrical prospecting data on the relief 
surface. In this paper, to solve the direct problem of electrical prospecting with direct current was chosen the method 
of integral equations, which has a simple physical meaning and well established for the two-dimensional simulation.  

The numerical solution of the direct problem of electrical prospecting with direct current for layered medium 
with complex contact boundaries on the relief surface on the basis of the method of integral equations is analyzed. 
Curves of apparent resistivity for a two-layered medium with different specific electric resistance was constructed. 
Testing of the numerical results was conducted by two ways on the models of media with known solutions and by 
using the inversion program "IPI2win", which showed positive results. 

 
 

УДК 004.054 
 

ТЕСТИРОВАНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ ЧИСЛЕННОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ ЗАДАЧ ЭЛЕКТРОРАЗВЕДКИ  

ПОСТОЯННЫМ ТОКОМ 
 

Б. Г. Муканова1, Т. Миргаликызы1, И. Н. Модин2 
 

1Евразийский национальный университет им. Л. Н. Гумилева, Астана, Казахстан, 
2Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, Москва, Россия 

 
Ключевые слова: электроразведка постоянным током, тестирование численных результатов, метод 

интегральных уравнений, слоисто-залегающая среда, рельефные контактные границы. 
Аннотация. В работе рассматривается численное решение прямой задачи электроразведки постоянным 

током для слоистой модели среды со сложными рельефными контактными границами на основе метода 
интегральных уравнений. Построены кривые кажущихся сопротивлений для двухслойных моделей сред с 
разными значениями удельных электрических сопротивлений слоев. Двумя способами проведено тестиро-
вание численных результатов на моделях сред с известными решениями и с помощью программы "IPI2win", 
которое показало положительные результаты. 

 
Введение. Теория методов электроразведки постоянным током обычно разрабатывается для 

сред с плоской поверхностью. Однако, на практике часто встречаются среды со сложным рельефом 
дневной поверхности. В связи с этим возникает задача изучения влияния различных форм рельефа 
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на результаты геофизических исследований. Изучение влияния рельефа на данные методов 
постоянного тока рассматривались в работах [1-5].  

По методам зондирования постоянным током на сегодняшний день разработаны несколько 
основных методов решения прямых задач: метод конечных разностей (Mufti, 1976; Day, Morrison, 
1979; Loke, 1996), метод конечных элементов (Coggon, 1971), метод граничных элементов (Xu et 
al.. 1998), метод интегральных уравнений (МИУ) (Альпин, 1947; Hohmann, 1975; Hvozdara, 1983; 
Orunkhanov M., Mukanova B., 2006) [6-15]. К основным работам в этом направлении можно отнести 
Inman et al., 1973; Ellis, Oldenburg, 1994; Lehmann, 1995; LaBrecque et al., 1996; Loke, Dahlin, 1997; 
Maurer et al., 1998; Lesur et al., 1999 [16-22]. 

В упомянутых выше работах [6-22] случаи рельефной формы дневной поверхности Земли не 
рассмотрены, либо не доведены до систематического численного моделирования. Имеющиеся в 
настоящее время методики поправок за рельеф имеют приближенный характер. Без специального 
математического моделирования, направленного на систематизацию искажений геоэлектрического 
разреза, вызванных влиянием рельефа при выполнении двумерной или трехмерной инверсии 
невозможно приблизиться к построению окончательных разрезов, адекватных истинным. В данном 
исследовании для расчета полей в слоисто-залегающих средах со сложной геометрией контак-
тирующих границ с рельефной дневной поверхностью, мы применяем метод, хорошо зарекомен-
довавший себя при проведении моделирования в методе сопротивлений - метод интегральных 
уравнений [11-15]. 

Математическая модель и система интегральных уравнений. Рассмотрим математическую 
модель вертикального электрического зондирования над слоисто-залегающей средой со сложной 
геометрией контактирующих границ и с рельефной дневной поверхностью. Сделаем некоторые 
предположения относительно геометрии среды. Пусть среда с рельефной поверхностью ߁ имеет 
кусочно-постоянное распределение удельной электрической проводимости σ(М). Допустим, что 
среда может быть разбита на N областей с постоянным значением удельной электрической 
проводимости σ1, σ2, ,.., σN. Пусть границы между областями образуют двумерные кусочно-гладкие 
поверхности, на которых почти всюду определена нормаль. Пусть ߪ есть удельная проводимость 
среды, на поверхность которой помещен питающий электрод, а ߁ есть ее дневная поверхность. 
Будем считать, что питающий электрод не попадает ни на одну из границ между контактирую-
щими средами. Пусть ߁, ,ଵ߁	 . . . , - – части поверхностей контактирующих сред с разными удель߁
ными проводимостями, в том числе поверхности сред, контактирующие с воздухом. Будем обо-
значать через ߪ

ା, ߪ
ି значения удельной проводимости с разных сторон поверхности ߁ для сред, 

которые имеют общую внутреннюю границу ߁. Введем новые неизвестные функции ݍଵ, ,ଶݍ	 . . . ,  ,ݍ
заданные на этих частях границ и имеющие смысл поверхностных плотностей вторичных зарядов, 
распределенных на этих участках границ. 

Будем искать потенциал поля в произвольной точке P в виде суммы потенциалов простого 
слоя, заданных на этих частях границ и потенциала точечного источника в полупространстве: 
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ୀ                    (1) 

 

ܷሺܲሻ - потенциал точечного источника, I - сила тока питающего электрода, ݑሺܲሻ - потенциал              
k-границы, k=0..K, А - точка расположения питающего электрода; М - точка расположенная на 
границе ߁. 

Очевидно, что определенная таким способом функция удовлетворяет уравнению Лапласа 
0U  в областях постоянства σ и является непрерывной функцией в силу свойств потенциала 

простого слоя в области, занятой средой. Потребуем, чтобы функция U(P) удовлетворяла 
граничному условию на земной поверхности: 

)(
2nn

0 AOr
IUu  













                                                     (2) 

Здесь O - точка начала координат. Потребуем также удовлетворения условия убывания 
потенциала на бесконечности: 

0 = )(U .                                                                       (3) 
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Поставим дополнительные условия на внутренних контактных границах. Эти условия озна-
чают непрерывность потока заряда через контактные границы и могут быть записаны в виде: 

 

ߪ
ା ቀడ

డ
ቁ
ା
ൌ ߪ

ି ቀడ
డ
ቁ
ି
	                                                            (4) 

 

Идея метода интегральных уравнений заключается в том, что контактные границы и неодно-
родности геоэлектрического разреза рассматриваются как вторичные возбудители электрического 
поля. Задача расчета полей сводится к системе интегральных уравнений на плотности вторичных 
источников, индуцируемых на поверхностях контакта проводящих сред и на рельефной 
поверхности среды. Интегральные уравнения могут записываться как для интенсивностей 
вторичных источников, так и для значений потенциалов. Мы построили интегральное уравнение 
[23] для распределения вторичных источников для выше описанной среды, учитывая заданные 
граничные условия:  

 

ሺܲሻݍ ൌ
ఒ

ଶగ
 ሻܯሺݍ

ୡ୭ୱటುಾ

|ெ|మ
݀ΓሺܯሻΓ


ఒ

గ

డ

డ

ଵ

||


ఒ

ଶగ
∑  ሻܯሺݍ

ୡ୭ୱటುಾ

|ெ|మ
݀ΓሺܯሻΓೖ

,
ஷ             (5) 

 

где, ߣ ൌ
൫ఙ

శିఙ
ష൯

ሺఙ
శାఙ

—ሻ
.  

 

Из системы интегральных уравнений (5) требуется вычислить плотность тока вторичных 
источников в точке P. Мы имеем ровно столько уравнений, сколько есть неизвестных функций – 
плотностей индуцированных зарядов на частях контактных границ. Решение интегрального урав-
нения (5) можно получить путем преобразования в систему линейных алгебраических уравнений.  

Тестирование численных результатов. Для тестирования численных результатов, полу-
ченных путем решения системы интегральных уравнений (5), мы построили функции кажущихся 
сопротивлений для двухслойной модели среды с плоской поверхностью и плоскими горизон-
тальными контактными границами (рисунок 1), для которой решение прямой задачи электрораз-
ведки известно [24]. Также для этой же модели среды мы выполнили тестирование с помощью 
программы интерпретации геофизических данных "IPI2win" [25]. 

 

 
 

Рисунок 1 – Схема вертикального электрического зондирования для трехэлектродной установки Шлюмберже  
над двухслойной средой 

 
Для двухслойной модели среды можно выписать следующую систему интегральных урав-

нений: 
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Расчет функций кажущегося сопротивления выполняется по следующим соотношением:  
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а) 
 

 
 
б) 
 

Рисунок 4 - Тестовые результаты на программе "IPI2win": 
а) - модель с восходящей ветвью; б) - модель с нисходящей ветвью 
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Түйін сөздер: тұрақты токпен электрлік барлау, сандық нəтижелерді тестілеу, интегралдық теңдеулер 

əдісі, қабатты орта, рельефті байланыс шекарасы. 
Аннотация. Мақалада күрделі рельефті байланыс шекаралары бар қабатты орта моделі үшін тұрақты 

токпен электрлік барлаудың тура есебін интегральдық теңдеулер əдісінің негізіндегі сандық шешімі қарас-
тырылады. Қабаттардың меншікті электрлік кедергілері əр түрлі екі қабатты орта моделдері үшін жуықтама 
кедергінің қисықтары тұрғызылды. "IPI2win" бағдарламасының көмегімен жəне шешімі белгілі орта модель-
дері үшін сандық нəтижелерді тестілеу жүргізілді.  
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