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BOLTZMANN DISTRIBUTION HOW AN INFINITY SEQUENCE  
AND THE CONVERGENT ROW 

 
Abstract. The equilibrium Boltzmann distribution is an important and strict tool for the definition of entropy, 

since this function is not measured and only calculated in accordance with the Boltzmann law. 
Thanks developed the commensurability coefficient of discrete and continuous eponymous distributions, which 

was designed by authors, the article provides an analysis of the statistical sum in the Boltzmann distribution on pro-
portionality with the improper integral of eponymous function in the full range of members of a number of statistical 
sum at various combinations of temperature and varying of the particle energy. It was installed that a convergence of 
number on the basis of Cauchy, Maclaurin and equal commensurability of a series and an improper integral epony-
mous function features in each unit interval of variation series and of eponymous function. 

The analysis of the obtained expressions for the commensurability coefficient and statistical sum was conduc-
ted, and a general expression for the full and residual statistical sum that can be calculated with any desired accuracy 
was found. 

Key words: distribution, consistency, commensurability, statistical sum, convergent series, analysis. 
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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ БОЛЬЦМАНА КАК БЕСКОНЕЧНАЯ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ И СХОДЯЩИЙСЯ РЯД 

 
Аннотация. Равновесное распределение Больцмана является важным строгим инструментом опреде-

ления энтропии, поскольку эта функция не измеряется, а только вычисляется в соответствии с законом 
Больцмана. 

Благодаря разработанному авторами коэффициенту соразмерности дискретных и непрерывных одно-
именных распределений, в статье приведен анализ статистической суммы в распределении Больцмана на 
соразмерность с несобственным интегралом одноименной функции в полном диапазоне членов ряда статис-
тической суммы при различном сочетании температуры и шага варьирования энергии частиц. Установлена 
сходимость ряда по признаку Коши, Маклорена и равная соразмерность ряда и несобственного интеграла 
одноименной функции в каждом единичном интервале изменения ряда и одноименной функции. 

Проведен анализ полученных выражений для коэффициента соразмерности и статистической суммы, а 
также найдено общее выражение для полной и остаточной статистических сумм, которое может вычисляться 
с любой заданной точностью. 

Ключевые слова: распределение, последовательность, соразмерность, статистическая сумма, сходя-
щийся ряд, анализ. 

 

Введение. Равновесное распределение Больцмана является важнейшим, если не единственным 
строгим инструментом определения энтропии, поскольку эта функция не измеряется, а только 
вычисляется в соответствии с законом Больцмана [1, 2]:  
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௜ܲ ൌ
ே೔
ே
ൌ ݁ି

ഄ೔
ೖ೅ ∑ ݁ି

ഄ೔
ೖ೅	௠

௜ୀଵൗ ,	                                                       (1) 

где Pi – доля частиц с энергией i ; Ni – число частиц, обладающих этой энергией; N – общее число 
частиц; m – число учитываемых уровней энергии, которое может быть бесконечным; k – постоян-
ная Больцмана; T – абсолютная температура. 

Делитель дроби в (1) представляет собой сумму состояний частиц или статистическую сумму, 
которая для различных объектов вычисляется тем или иным способом, включая прямой расчет по 
спектроскопическим данным, либо как непрерывная величина с переходом от суммирования к 
интегрированию [3]. Однако суммирование и интегрирование не являются тождественными проце-
дурами ни в физическом, ни в математическом отношениях, так как в первом случае необходим 
учет действительного квантования энергии, к чему обязывает смысл константы Больцмана, а во 
втором различие возникает из неравенства х  dx в дискретных и непрерывных распределениях 
даже при стремлении числа уровней энергии m к бесконечности.  

Таким образом, вычисление статистической суммы является в той или иной степени прибли-
женным. Однако при всей нетождественности непрерывных и дискретных распределений при 
некоторых условиях обеспечивается их соразмерность во всем диапазоне изменения функции, как 
это было показано нами ранее [4], и это создает возможность более строгого расчета статисти-
ческой суммы и вместе с ней энтропии. 

Методика определения соразмерности статистической суммы в дискретном и непре-
рывном выражениях. Как известно, основой дифференциального и интегрального исчислений 
служит сводимость дискретных зависимостей к непрерывным при стремлении интервала 
варьирования аргумента х к бесконечно малой величине dx. Но взаимосвязь дискретных и 
непрерывных распределений может оказаться определенной и продуктивной при фиксированных 
интервалах варьирования х.  

В наибольшей мере это проявляется при установлении сходимости ряда, т.е. суммы дискрет-
ных величин, с помощью интегрального признака сходимости Коши, Маклорена [5], согласно 
которому ряд ∑ ܽ௡

∞
௡ୀଵ  сходится, если для функции f(x), принимающей значения an в точках х = n, а 

именно f(n) = an, и при условии монотонного убывания f(x) в области х  n0 с соблюдением 
неравенства f(x)  0, обеспечивается сходимость несобственного интеграла ׬ ݂ሺݔሻ

∞

௡బ
 .ݔ݀

Тем самым этим признаком устанавливается определенная эквивалентность дискретного и 
непрерывного распределений переменной величины. В нашей работе [4] обоснована возможность 
расчета суммы ряда через несобственный интеграл одноименной функции, если для любого 
единичного интервала изменения ряда, (n – 1)  n, отношение интеграла одноименной функции в 
этом интервале, а следовательно ее среднего значения, к соответствующему члену ряда an является 
постоянным, независимым от n: 

ܭ ൌ	
׬ ௙ሺ௫ሻௗ௫
೙
೙షభ

௔೙
ൌ ݐݏ݊݋ܿ ് ݂ሺ݊ሻ.                                                       (2) 

В этом случае и весь несобственный интеграл относится к сумме ряда с таким же коэффи-
циентом соразмерности: 

ܭ ൌ
׬ ௙ሺ௫ሻௗ௫
∞
బ

∑ ௔೙∞
೙సభ

.                                                                        (3) 

Отсюда следует формула для расчета суммы ряда 

ܵ ൌ ∑ ܽ௡
∞
௡ୀଵ ൌ

ଵ

௄
׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ.
∞

଴                                                           (4) 

Применительно к данному выражению статистическую сумму необходимо выразить через 
общий член ряда, задав некоторый интервал варьирования энергии  и с обеспечением первого 
уровня энергии, равного нулю, в виде  

ܽ௡ ൌ ݁ିሺ௡ିଵሻ∆ఌ/௞்,	                                                                 (5) 

а одноименную функцию f(x) – в виде 

݂ሺݔሻ ൌ ݁ି
ሺೣషభሻ∆ഄ

ೖ೅ ,									                                                            (6) 
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Здесь следует иметь в виду, что дробь /kT является для предпринимаемого анализа вели-
чиной постоянной, т.е. рассматривается, как обычно, изотермическое распределение функции при 
некотором заданном значении . Это не мешает в дальнейшем для полученных решений варьи-
ровать любые комбинации T и , в том числе и функционально связанные. Поэтому во всех 
выкладках данную дробь можно обозначить как b = /kT. 

Но прежде следует убедиться в сходимости статистической суммы по признаку Коши, Мак-
лорена, взяв несобственный интеграл: 

׬ ݁ିሺ௫ିଵሻ∆ఌ/௞்
∞

଴ ݔ݀ ൌ ׬ ݁ି௕௫ା௕
∞

଴ ݔ݀ ൌ െ
ଵ

௕
ห݁ି௕௫ା௕ห

଴

∞
ൌ	

௘್

௕
ൌ

௞்

∆ఌ
݁
∆ഄ
ೖ೅.                        (7) 

Интеграл сходится для постоянных T и , поэтому сходится и статистическая сумма  

∑ ݁ିሺ௡ିଵሻ௕∞
௡ିଵ ൌ ∑ ݁ିሺ௡ିଵሻ∆ఌ/௞்∞

௡ିଵ . 

Коэффициент соразмерности непрерывных и дискретных распределений (4) в данном случае 
выразится как  

ܭ ൌ
׬ ௘ష್ೣశ್
೙
೙షభ ௗ௫

௘షሺ೙షభሻ್
ൌ

ି
భ
್
ห௘ష್ೣశ್ห೙షభ

೙

௘షሺ೙షభሻ್
ൌ

௘್ିଵ

௕
ൌ

௞்

∆ఌ
ሺ݁

∆ഄ
ೖ೅ െ 1ሻ.	                                  (8) 

Этот коэффициент не зависит от n; следовательно он применим для всего множества ∑ ܽ௡
∞
௡ୀଵ , 

которое имеет предел 

∑ ݁ି௕௡ା௕∞
௡ିଵ ൌ

ଵ

௄
׬ ݁ି௕௫ା௕
∞

଴ ݔ݀ ൌ
௕

௘್ିଵ
∙
௘್

௕
ൌ

௘್

௘್ିଵ
ൌ

௘
∆ഄ
ೖ೅

௘
∆ഄ
ೖ೅ିଵ

.                                (9) 

Таким образом, статистическая сумма, а вместе с ней и распределение Больцмана получают 
обобщенную математическую определенность, которая в привычной индексации переменных 
приобретет форму 

௜ܲ ൌ
ே೔
ே
ൌ

௘ష
ഄ೔
ೖ೅

∑ ௘ష
ഄ೔
ೖ೅∞

೔సభ

ൌ
௘ష

ሺ೔షభሻ∆ഄ
ೖ೅

௘
∆ഄ
ೖ೅

൬݁
∆ഄ
ೖ೅ െ 1൰ ൌ ݁ି

೔∆ഄ
ೖ೅ ൬݁

∆ഄ
ೖ೅ െ 1൰.                             (10) 

В новой форме данная зависимость, как и выражения для коэффициента соразмерности (8) и 
статистической суммы (9), а вместе с этим и для математической энтропии Больцмана 

ܪ ൌ െ∑ ௜ܲ
∞
௜ୀଵ ln ௜ܲ,	                                                             (11) 

подходят не только для общего, но и численного анализа, а также прямого расчета всех обсуж-
даемых характеристик. 

Анализ пределов изменения коэффициента соразмерности и статистической суммы. 
Коэффициент соразмерности (8) удобен для анализа пределов изменения в форме 

ܭ ൌ
௘
∆ഄ
ೖ೅ିଵ
∆ഄ
ೖ೅

.                                                                       (12) 

В методическом отношении важно убедиться в стремлении к полной соразмерности дис-
кретного и непрерывного выражений статистической суммы при стремлении интервала варьиро-
вания энергии частиц к нулю. В самом деле, первоначально возникающая неопределенность 

lim
∆ఌ→଴

݁
∆ఌ
௞் െ 1
ߝ∆
݇ܶ

ൌ
0
0

 

далее раскрывается по правилу Лопиталя с результатом 

lim∆ఌ→଴

ௗቆ௘
∆ഄ
ೖ೅ିଵቇ

ௗቀ
∆ഄ
ೖ೅
ቁ

ൌ ݁
∆ഄ
ೖ೅1,                                                        (13) 

который указывает на отождествление сравниваемых распределений при   d. 
Но при очень грубом задании интервалов изменения энергии частиц получается противопо-

ложный результат, и рассматриваемые распределения становятся несоизмеримыми: 
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lim∆ఌ→∞
௘
∆ഄ
ೖ೅ିଵ
∆ഄ
ೖ೅

ൌ
∞

∞


ௗቆ௘
∆ഄ
ೖ೅ିଵቇ

ௗቀ
∆ഄ
ೖ೅
ቁ

ൌ ݁
∆ഄ
ೖ೅ ൌ ∞.	                                          (14) 

Этим определяется неизбежность ошибок при прямой замене дискретной суммы на непре-
рывную. 

Что касается влияния температуры на соразмерность дискретного и интегрального выражений 
статистической суммы, то из самой формулы коэффициента соразмерности следует противопо-
ложный характер этого влияния в сравнении с : при Т  0 К  , а при Т   К  1. Подобное 
влияние вполне естественно, поскольку при бесконечно высокой температуре относительная роль 
любых заданных интервалов варьирования энергии сводится к нулю, а при абсолютном нуле 
температуры имеется только нулевой уровень энергии, и любой заданный интервал варьирования 
энергии по отношению к нулевому значению энергии становится бесконечно большим, определяя 
невозможность вообще каких-либо распределений. 

Влияние температуры на величину статистической суммы (9) выражается пределами: 

lim
்→଴

∆ഄ
ೖ೅

௘
∆ഄ
ೖ೅ିଵ

ൌ
௘∞

௘∞ିଵ
ൌ 1,                                                          (15) 

lim
்→∞

∆ഄ
ೖ೅

௘
∆ഄ
ೖ೅ିଵ

ൌ
ଵ

ଵିଵ
ൌ ∞.	                                                          (16) 

Такие пределы связаны с тем, что при Т = 0 существует только первый, нулевой уровень энер-
гии, вклад которого в статистическую сумму всегда равен единице, что непосредственно следует 
из формулы (5). При бесконечно высокой температуре несобственный интеграл (7) становится 
расходящимся, и это по признаку Коши, Маклорена определяет несходимость одноименного ряда. 
Физическая картина подобного состояния весьма условна и сводится к своеобразному равномер-
ному «размазыванию» конечного числа частиц по бесконечному разнообразию энергетических 
уровней [3] и даже находится в противоречии с информационным вырождением термодинами-
ческой системы при бесконечно высокой температуре, когда разнообразие системы определяется 
только общим числом частиц и соответствующим пределом энтропии [6-11]. Однако эта особен-
ность выходит за пределы предпринимаемого анализа статистической суммы и согласуется с суще-
ствующим формальным подходом к подобному анализу [1-3]. Что касается влияния  на статис-
тическую сумму, то оно и здесь противоположно воздействию температуры: при   0 эта сумма 
для данной температуры стремится к бесконечности, а при    вся конечная энергия системы 
формально относится уже к первому «интервалу» и так же формально становится нулевой с 
первым и единственным членом ряда, равным единице. 

Теоретически и практически целесообразной представляется задача по определению необ-
ходимого числа членов статистической суммы для расчета ее с некоторой заданной точностью. В 
рамках предпринятого подхода для рассмотрения подобной суммы в качестве сходящегося ряда 
данная задача имеет следующее решение. 

Как показано в нашей работе [4], коэффициент соразмерности непрерывных и дискретных 
распределений (2) может быть использован не только для выражения полной суммы ряда (4), но и 
любой частичной суммы Sn через несобственный интеграл одноименной функции с верхним 
пределом n: 

ܵ௡ ൌ
ଵ

௄
׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ
௡
଴ .	                                                               (17) 

Это интеграл для рассматриваемой задачи определяется как 

ܵ௡ ൌ ∑ ܽ௡
௡
௡ୀଵ ൌ

ଵ

௄
׬ ݁ିሺ௫ିଵሻ௕݀ݔ
௡
଴ ൌ െ

ଵ

௄௕
ห݁ି௕௫ା௕ห

଴

௡
ൌ

௘್

௄௕
൫1 െ ݁ି௕௡൯.	                    (18) 

Подставляя сюда выражения для К (8) и b =  /kT, получим формулу для расчета частичных 
сумм 

ܵ௡ ൌ ∑ ܽ௡
௡
௡ୀଵ ൌ

௘ష
೙∆ഄ
ೖ೅ ିଵ

௘ష
∆ഄ
ೖ೅ିଵ

.	                                                       (19) 
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С ее помощью можно определить размер остаточной суммы 

ܴ௡ ൌ ܵ െ ܵ௡ ൌ
௘
∆ഄ
ೖ೅

௘
∆ഄ
ೖ೅ିଵ

െ
௘ష

೙∆ഄ
ೖ೅ ିଵ

௘ష
∆ഄ
ೖ೅ିଵ

ൌ
௘
ሺభష೙ሻ∆ഄ

ೖ೅

௘
∆ഄ
ೖ೅ିଵ

.	                                          (20) 

Очевидно, что отношение остаточной суммы к полной сумме ряда может служить критерием 
точности ее расчета при ограничении числом членов n. С помощью формул (20) и (9) находим 

ோ೙
ௌ
ൌ ݁ି

೙∆ഄ
ೖ೅ .                                                                    (21) 

Вполне очевидно, что с увеличением учитываемых членов ряда вклад остаточной суммы 
уменьшается и ее доля, как и ошибка расчета, стремится к нулю. Но самое важное то, что отсюда 
можно непосредственно найти необходимое число членов ряда для расчета суммы ряда с заданной 
точностью, равной Rn/S в долях единицы: 

݊ ൌ െ
௞்

∆ఌ
ln

ோ೙
ௌ
.                                                                 (22) 

Все выкладки данного раздела статьи подлежат численной проверке для конкретного пред-
ставления о возможностях обсуждаемого подхода к анализу распределения Больцмана. 

Расчетная часть и примеры использования полученных формул. В таблице 1 приведены 
результаты расчетов коэффициента соразмерности К и статистической суммы ܵ ൌ ∑ ܽ௡

∞
௡ୀଵ  в широ-

ком диапазоне температур и характерного шага варьирования энергии частиц с округлением до 
четырех значений цифр. При этом первый интервал варьирования энергии задан численно равным 
постоянной Больцмана,  = 1,380650510-23  1,38110-23 Дж. Вычисления проводились с точностью 
до 7 разрядов числа в диапазоне 10-991099. 

Из данных таблиц следует, что при наименьшем шаге варьирования  = 1,38110-23 Дж, 
начиная с 10 К, с точностью до 5% и лучше статистическая сумма сопоставима по коэффициенту 
соразмерности с соответствующей интегральной величиной. При более грубом интервале 
варьирования  подобная сопоставимость сдвигается в область более высоких температур:                
для  = 10-22 Дж – начиная со 100 К, для  = 10-21 Дж – с 1000 К, для  = 10-20 Дж – с 10-4 К,             
 = 10-19 Дж – с 105. При меньших температурах отождествление дискретного и непрерывного 
сумми-рования недопустимо. 

 
Таблица 1 – Зависимость статистической суммы ܵ ൌ ∑ ܽ௡

∞
௡ୀଵ  (9)  

и коэффициента соразмерности К (8) от температуры Т и интервала варьирования энергии частиц  
 

Т, 
К 

S и К при , Дж 

1,38110-23 10-22 10-21 10-20 10-19 

S К S К S К S К S К 

0 1  1  1  1  1  

1 1,582 1,718 1,001 192,9 1,000 3,941029 1,000 1099 1,000 1099 

10 10,51 1,052 1,940 1,468 1,001 192,9 1,000 3,941029 1,000 1099 

50 50,50 1,010 7,415 1,076 1,307 2,248 1,000 1,35105 1,000 5,531060 

100 100,5 1,005 14,31 1,037 1,940 1,468 1,000 192,9 1,000 3,941029 

200 200,5 1,002 28,12 1,018 3,291 1,205 1,028 10,05 1,000 1,481014 

300 300,5 1,002 41,92 1,012 4,662 1,131 1,098 4,217 1,000 6,94108 

400 400,5 1,001 55,73 1,009 6,038 1,096 1,196 2,825 1,000 4,04106 

500 500,5 1,001 69,53 1,007 7,415 1,076 1,307 2,248 1,000 1,35105 

1000 1000 1,000 138,6 1,004 14,31 1,037 1,940 1,468 1,000 192,9 

2000 2001 1,000 276,6 1,002 28,12 1,018 3,291 1,205 1,028 10,05 

3000 3000 1,000 414,7 1,001 41,92 1,012 4,662 1,131 1,098 4,217 

4000 4001 1,000 522,8 1,001 55,73 1,009 6,038 1,096 1,196 2,825 

5000 5001 1,000 690,8 1,001 69,53 1,007 7,415 1,076 1,307 2,249 

104 104 1,000 1381 1,000 138,6 1,004 14,31 1,037 1,940 1,468 

105 105 1,000 1,38104 1,000 1381 1,004 138,6 1,004 14,31 1,037 

106 106 1,000 1,39105 1,000 1,38104 1,000 1381 1,000 138,6 1,004 
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Что касается самой величины статистической суммы, то она косвенно свидетельствует о 
необходимости учета все большего числа членов своей последовательности, разумеется, с неко-
торой заданной точностью вычисления каждого члена ряда. Исходя из того, что любая статисти-
ческая сумма начинается с единицы и продолжается убывающими членами, можно утверждать, что 
в этой сумме необходимо учесть, по крайней мере, число членов ݊ ൌ ܵ. Это число увеличивается с по-
вышением температуры и с уменьшением интервала варьирования . Так для  = 1,38110-23 Дж 
и температуры 500 К потребуется учет более 500 членов суммы. 

На самом деле при низких температурах и больших интервалах варьирования энергии, для 
которых характерен крутой спад в распределении членов суммы, необходимое их число для рас-
четов этой суммы с заданной точностью гораздо больше S. 

Более непосредственно и строго это раскрывается с помощью выведенной формулы (22) 
(таблица 2) с округлением до целых чисел в бо́льшую сторону.  

 
Таблица 2 – Зависимость необходимого числа членов n от заданной точности расчета Rn/S суммы S  

при вариации шага  и температуры Т 
 

Т, 
К 

S и n при  = 10-22 Дж S и n при  = 10-20 Дж 

S 
n при Rn/S 

S 
n при Rn/S 

10-3 10-4 10-5 10-3 10-4 10-5 

10 1,940 10 13 16 1,000 1 1 1 

50 7,415 48 64 80 1,000 1 1 1 

100 14,31 96 128 159 1,000 1 2 2 

200 28,12 191 255 318 1,028 2 3 4 

400 55,73 382 509 634 1,196 4 6 7 

600 83,36 573 764 954 1,427 6 8 10 

800 111,0 764 1018 1272 1,679 8 11 13 

1000 138,6 954 1272 1590 1,940 10 13 16 

2000 276,6 1908 2544 3180 3,291 20 26 32 

3000 414,7 2862 3816 4770 4,662 29 39 48 

4000 522,8 3816 5088 6360 6,038 39 51 64 

5000 690,8 4770 6360 7950 7,415 48 64 80 

104 1381 9540 12720 15900 14,31 96 128 159 

105 1,38104 9,54104 1,27105 1,59105 138,6 954 1272 1590 

106 1,39105 9,54105 1,27106 1,59106 1381 9540 12720 15900 

 
Здесь помимо более наглядного выражения возрастающей зависимости необходимого числа 

членов суммы от задаваемой точности расчета этой суммы и явного численного превосходства n 
по сравнению с величиной суммы S во всех вариациях  и Т приведены численные значения n, 
которые подлежат прямой проверке. 

Это можно проиллюстрировать примером расчета an по формуле (5) при различных темпера-
турах, задав произвольное значение  = 10-20 Дж (таблица 3). Здесь же приведены подсчитанные с 
округлением до четвертого знака после запятой, а следовательно с точностью 10-4, значения суммы 
ряда (обозначены как Sn) и полные значения суммы, рассчитанные по формуле (9) (обозначены как ܵ 
и представленные с большей точностью, 10-5), а также долевые величины членов суммы, рассчи-
танные по формуле (10), с целью определения в дальнейшем энтропии по формуле (11). 

Из этой таблицы следует, что с заданной точностью расчета при учете семи значащих цифр и с 
округлением до 0,0001 статистические суммы совпадают как при почленном суммировании по 
формуле (5), так и при прямом расчете по формуле (9). Сравнивая с данными таблицы 2 при               
 = 10-20 Дж с заданной точностью 10-4, удостоверяемся в практическом совпадении необходимого 
числа членов для вычисления частичной суммы в таблице 3: при 200 К n = 3, при 400 К n = 6, при 
600 К n = 8 и n = 9, при 800 к n = 11, при 1000 К n = 13 и n = 14. Это же относится и к долевому 
распределению Рn. 
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Таблица 3 – Распределение членов статистической суммы an и их долевых значений Рn в зависимости от температуры 
 

n 
200 К 400 К 600 К 800 К 1000 К 

an Рn an Рn an Рn an Рn an Рn 

1 1 0,9732 1 0,8364 1 0,7009 1 0,5955 1 0,5152 

2 0,0268 0,0260 0,1636 0,1368 0,2991 0,2096 0,4045 0,2409 0,4848 0,2498 

3 0,0007 0,0007 0,0268 0,0224 0,0895 0,0627 0,1636 0,0974 0,2350 0,1211 

4 0 0 0,0044 0,0037 0,0268 0,0188 0,0662 0,0394 0,1139 0,0587 

5 0 0 0,0007 0,0006 0,0080 0,0056 0,0268 0,0159 0,0552 0,0284 

6 0 0 0,0001 0,0001 0,0024 0,0017 0,0108 0,0064 0,0268 0,0138 

7 0 0 0 0 0,0007 0,0005 0,0044 0,0026 0,0130 0,0067 

8 0 0 0 0 0,0002 0,0002 0,0018 0,0011 0,0063 0,0032 

9 0 0 0 0 0,0001 0 0,0007 0,0004 0,0030 0,0016 

10 0 0 0 0 0 0 0,0003 0,0002 0,0015 0,0008 

11 0 0 0 0 0 0 0,0001 0,0001 0,0007 0,0004 

12 0 0 0 0 0 0 0 0 0,0004 0,0002 

13 0 0 0 0 0 0 0 0 0,0002 0,0001 

14 0 0 0 0 0 0 0 0 0,0001 0 

15 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

Sn 1,0275 – 1,1956 – 1,4268 – 1,6792 – 1,9408 – 

S 1,02750 – 1,19561 – 1,42681  1,67922 – 1,94082 – 

Рn – 1,000 – 1,000 – 1,000 – 1,000 – 1,000 

 
Зависимость абсолютного и долевого распределений членов статистической суммы от темпе-

ратуры по мере ее повышения становится более сглаженной и требует учета большего числа чле-
нов. На рисунке представлена более наглядная картина изменения долевого содержания членов 
статистической суммы, а значит и долевого распределения частиц от температуры и уровня 
энергии частиц. Эти данные непосредственно нужны для расчета энтропии системы. 

 
Зависимость распределения частиц по энергиям от температуры: 1 – при 200 К, 2 – 600 К, 3 – 1000 К. 

Точки – an по формуле (5), линии – f(x) по формуле (6) 
 

Соответственно математическая энтропия системы по данным таблицы 3 и в соответствии с 
формулами (10) и (11) характеризуется следующей зависимостью от температуры: 

Т, К 200 400 600 800 1000 

Н 0,1267 0,5328 0,8705 1,3331 1,344 
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Относительно невысокие значения энтропии вполне коррелируют с резкими распределениями 
статистических сумм в выбранном примере довольно грубой вариации уровней энергии с шагом    
 = 10-20 Дж/частица. При меньшей величине , как отмечалось выше, потребовался бы учет 
гораздо большего числа членов – сотен и тысяч, и в этом случае точное знание ее предела по пред-
ложенной формуле (9) позволило бы применять обоснованные решения по ограничению числа 
членов суммы по формуле (22) с точностью, принимаемой для вычисления самой суммы. В свою 
очередь, это определило бы и точность расчета энтропии. 

В любом случае возможность свободного комбинирования условий, влияющих на расчет 
статистической суммы, распределения Больцмана и энтропии, расширяет пределы использования 
этих основополагающих физико-химических величин и закономерностей. 

Заключение. 
1. На основании разработанного авторами коэффициента соразмерности дискретных и непре-

рывных одноименных распределений проведен анализ статистической суммы в распределении 
Больцмана на соразмерность с несобственным интегралом одноименной функции в полном диапа-
зоне членов ряда статистической суммы при произвольном сочетании температуры и интервала 
(шага) варьирования энергии частиц. Установлена сходимость ряда по признаку Коши, Маклорена 
и равная соразмерность ряда и несобственного интеграла одноименной функции в каждом 
единичном интервале изменения ряда и одноименной функции. 

2. Независимость коэффициента соразмерности от номера членов ряда 

ܭ ൌ
׬ ݁ିሺ௫ିଵሻ∆ఌ/௞்݀ݔ
௫ୀ௡
௫ୀ௡ିଵ

݁ିሺ௡ିଵሻ∆ఌ/௞்
ൌ
݇ܶ
ߝ∆

൬݁
∆ఌ
௞் െ 1൰ 

позволяет выразить полную статистическую сумму через этот коэффициент и определенное 
значение несобственного интеграла 

න ݁ିሺ௫ିଵሻ∆ఌ/௞்݀ݔ

∞

଴

ൌ
݇ܶ
ߝ∆

݁
∆ఌ
௞் 

в виде расчетной формулы 

෍݁ିሺ௡ିଵሻ∆ఌ/௞்
∞

௡ୀଵ

ൌ
1
ܭ
න ݁ିሺ௫ିଵሻ∆ఌ/௞்݀ݔ

∞

଴

ൌ
݁
∆ఌ
௞்

݁
∆ఌ
௞் െ 1

. 

Соответственно распределение Больцмана, необходимое для расчета энтропии по формуле 
ܪ ൌ െ∑ ௜ܲ

∞
௜ୀଵ ln ௜ܲ, получает более определенное выражение 

௜ܲ ൌ ݁ି
௜∆ఌ
௞் ൬݁

∆ఌ
௞் െ 1൰. 

В рамках этой же соразмерности определена возможность расчета необходимого числа членов 
суммы для вычисления ее с заданной точностью, равной отношению остаточной и полной суммы 
ряда Rn/S, в виде формулы 

݊ ൌ െ
݇ܶ
ߝ∆

ln
ܴ௡
ܵ
. 

3. Анализ полученных выражений для коэффициента соразмерности и статистической суммы 
устанавливает ее тождество с одноименным несобственным интегралом только в области   0 и 
Т  . В остальных комбинациях  и Т прямая замена статистической суммы несобственным 
интегралом сопровождается ошибкой, доходящей до К   при    и Т  0. Поэтому най-
денное общее выражение для полной статистической суммы является аналитически корректным и 
может вычисляться с любой заданной точностью. 

4. Эта сумма при различных комбинациях  и Т может изменяться от единицы (при Т  0 
или   ) до бесконечности (при Т   или   0), соответственно определяя либо крутой 
спад, либо полную равномерность распределения членов суммы, а тем самым близкую нулю либо 
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бесконечно большую энтропию системы. В любом случае прямой расчет статистической суммы, а 
также долевого распределения частиц по энергиям в соответствии с законом Больцмана позволяет 
более строго применять этот закон к различным задачам статистической физики и физической 
химии. 
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ЖИНАҚТАЛАТЫН ҚАТАР ЖƏНЕ БІТПЕЙТІН РЕТТІЛІК СИЯҚТЫ  

БОЛЬЦМАННЫҢ БӨЛУІ 
 

Аннотация. Больцманның бөлу тепе-теңдігінде бұл функция Больцман заңына сəйкес өлшембей, тек 
қана есептелінетіндіктен энтропиияны анықтаудың маңызды нақты құралы болып табылады.  

Үздіксіз жəне дискретті бір аттас бөлулердің мөлшерлестік коэффициенті бойынша авторлардың арқа-
сында дайындалған мақалада бөлшектердің энергиясын түрлендірудің əр түрлі үйлемсіміндегі температу-
расы мен қадамының статистикалық сома қатары мүшесінің толық диапазонындағы бір аттас функцияның 
меншіксіз интегралы мен мөлшерлестіктегі Больцманның бөлуінде статистикалық соманың талдауы келті-
рілген. Маклорен, Коши белгілері бойынша қатардың жинақтылығы мен қатардың тең мөлшерлестігі жəне 
бір аттас функция мен қатардың өзгеруінің əр даралық шегінде аттас функцияның меншіксіз интергралы 
анықталған. 

Статистикалық сома жəне мөлшерлестік коэффицент үшін алынған көрініске талдау жасалды, сонымен 
қатар кез келген тағайындалған дəлділікпен есептелініп алатын, толық жəне қалдық статистикалық соманың 
жалпы көрінісі табылды. 

Түйін сөздер: бөлу, реттілік, мөлшерлестік, статистикалық сома, жинақталатын қатар,талдау. 
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