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RESEARCH OF ROBUST STABILITY OF CONTROL SYSTEMS  
WITH M INPUTS AND N OUTPUTS  

IN THE CASE OF CATASTROPHE ELLIPTICAL UMBILIC 
 

Abstract. This article is cover the study of control systems with a high potential of robust stability is formed in 
class of three-parameter structurally stable mapping (elliptical umbilic) for objects with m inputs and n outputs. 
Research of robust stability of control systems based on the construction of Lyapunov function. Lyapunov’s function 
is formed as vector-function, antigradient of which is given by velocity vector’s components. Stability region of 
steady states of the system is obtained in the form of simple inequations according to uncertain parameters of control 
object and selected controller parameters.  

Keywords: robust stability, Lyapunov’s function, elliptical umbilic, three-parameter structurally stable map-
ping. 

 
 

УДК 681.51 
 

М. А. Бейсенби1, С. Т. Сулейменова1, А.А.Таурбекова2 
 

1Евразийский национальный университет им. Л. Н. Гумилева, Астана, Казахстан, 
2Алматинский университет энергетики и связи, Алматы, Казахстан 

 

ИССЛЕДОВАНИЕ РОБАСТНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ СИСТЕМ 
УПРАВЛЕНИЯ С M ВХОДАМИ И N ВЫХОДАМИ  

В КЛАССЕ КАТАСТРОФЫ «ЭЛЛИПТИЧЕСКАЯ ОМБИЛИКА» 
 

Аннотация. Данная статья посвящена исследованию робастной устойчивости систем управления с m 
входами и n выходами, с подходом к построению систем управления в классе трехпараметрических струк-
турно-устойчивых отображений, позволяющих увеличить потенциал робастной устойчивости. Исследование 
робастной устойчивости систем управления базируется на построении функции Ляпунова. Функция Ляпу-
нова строится в форме вектор-функции, антиградиент которой задается компонентами вектора скорости сис-
темы. Область устойчивости установившихся состояний системы получена в виде простейших неравенств по 
неопределенным параметрам объекта управления и выбираемым параметрам устройства управления. 

Ключевые слова: робастная устойчивость, функция Ляпунова, эллиптическая омбилика, трехпарамет-
рические структурно-устойчивые отображения. 

 
Процесс разработки какого-либо технического механизма представляет собой сложную 

научно-техническую проблему. При реальном функционировании система может отклоняться от 
заданных, программных движений и совершает некоторые другие. Одной из причин таких 
действий могут служить наличие небольших отклонений от начального состояния заданного 
движения, либо наличие малых сил, неучтенных при моделировании систем. Одной из основных 
задач, которая уже возникает на этапе проектирования системы, является задача обеспечения 
устойчивости их движений.  
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Универсальным методом исследования устойчивости динамических систем является метод 
функции А. М. Ляпунова [1, 2]. В качестве инструмента исследования в методе Ляпунова исполь-
зуются некоторые специальные непрерывно дифференцируемые, обращающие в начале координат 
в нуль функции, называемые функцией Ляпунова. Использование данного метода сдерживается 
отсутствием универсального подхода к построению функции Ляпунова. Следует напомнить, что 
ошибка в выборе и неудача построить необходимой функции Ляпунова не означает неустой-
чивости системы: она указывает только на неудачу при построении функций Ляпунова [3]. Функ-
ция Ляпунова синтезируется форме вектор функции антиградиента, которые задаются компонен-
тами вектора скорости (правой частью уравнения состояния) системы. Область устойчивости 
стационарных состояний системы получим в виде простейших неравенств по неопределенным 
параметрам объекта управления. 

Рассмотрим систему управления, описываемую уравнением состояния: 
 

 x Ax Bu

y Cx



 


                                                                    (1) 

 

где ( ) nx t R  - вектор состояния системы; u( ) mt R - управление, y( ) lt R - выход системы; 
n nA R   - матрица состояния; n mB R   - матрица управления. 

 
Закон управления задается в форме трехпараметрических структурно – устойчивых 

отображений:  
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Матрицы A и B имеют следующий вид: 
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В развернутой форме система (1) записывается следующим образом: 
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   


















           (3)

 

 

Установившиеся состояния системы (3) будут определены решением уравнений: 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

s s s s s s s

s n ns

s s s s s s s

s n ns

n

b x b x x b k x x a b k x a b k x

a x a x

b x b x x b k x x a b k x a b k x

a x a x

b

   
                

  

   
                

  

         
    

         
    









, , , , . ,n , , , ,

, , , , ,

( )

( ) ( )
n ns n n ns n s n n n n s n s n s n s

n n n n n n s n n n n n ns

x b x x b k x x a x a x

a b k x a b k x

   
      

  









        

     



                             (4) 

 

Стационарные состояния из системы (4) могут быть определены как: 
 

, , ,s s nsx x x                                                                     (5) 

, ,

ii i
is

ii i i i i

a k
x

b k k 

  jsx   при , ,i j i n                                                 (6) 

 , , , , , , ,

,
,

i i i i i i i i i i i i i i i

i s
i i

b k b k b a b k
x

b

 
            


 

    
 


                            (7) 

Исследуем устойчивость стационарного состояния (5) на основе предложенного подхода 
методом функции Ляпунова [4]. Рассчитываем компоненты вектора градиента от компонентов 
вектор-функции Ляпунова [5]. Далее находится полная производная по времени от вектор-функции 
Ляпунова: 
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( )

n n

dV x a a
b k x x x k x b x x x k x k x

dt b b

a x a x

 

        
              

 

   
  

      
                

      
  

 

( )

n n

dV x a a
b k x x x k x b x x x k x k x

dt b b

a x a x

 

        
              

 

   
  

      
                

      
  

 

 

,
, , , ,

,

,
, ,

,

( ) n nn
n n n n n n n n n n n

n n

n n
n n n n n n n n n n

n n

adV x
a x a x b k x x x k x

dt b

a
b x x x k x k x

b



       
           

 



   
   

 

  
              

  
          



 

,
, , , ,

,

,
, ,

,

( ) n nn
n n n n n n n n n n n

n n

n n
n n n n n n n n n n

n n

adV x
a x a x b k x x x k x

dt b

a
b x x x k x k x

b



      
        



   
 

  
              

  
          



 

Полную производную по времени от скалярной функции Ляпунова       , ,V x V x V x    

получим в виде: 

( ) a adV x
b k x x x k x b x x x k x k x

dt b b

a a
b k x x x k x b x x x k x k x

b b

a x

 

       
              

 

 

       
              

 

 
 

      
                

      

      
               

      
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,
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,
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a
b k x x x k x

b

a
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b

         
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

   
      

 



   
   

 

        

  
          

  
           

  

,

, ,
, , , ,

, ,

n

n n n n
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x a x
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   
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  

      
                          



   (8) 

 

Исходя из (8) можно заключить вывод, что достаточное условие асимптотической устойчи-
вости системы выполняется, так как полная производная по времени отвектор – функции Ляпунова 
есть знакоотрицательная функция. 
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По компонентам градиента строим компоненты вектор функции Ляпунова: 

  a
V x b k x b x x b k x b x b x x b k x

b
      

                 


     
             

 
n n

a
b k x a x a x

b
  

     


   
        



  
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a
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b
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b k x a x a x

b

      
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  
     
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        


 
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n n n n n n n n n n n n n n n

n n

a
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b
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b

     
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   
    
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
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    
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    
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    
           



 

В скалярной форме функция Ляпунова представима в виде: 

 

, ,

,
, , , ,

n n n n

n n
n n n n n n n n n n n n

n

a
V x b k x b x x b k x b x b x x b k x

b

a
b k x a x a x a x a x

b

a
b k x b x x b k

b

      
                



    
         



 
   

     
             
     

               

 
   
 

  

,
,

,
, , , ,

,

n n n n
n

n n
n n n n n n n n n n n n n

n n

x b x

a
b x x b k x b k x

b

 


   
 

  
     

   
         

                   (9) 

Условие положительной или отрицательной определенности функции Ляпунова V(x) из (9) 
неочевидно, вследствие чего будет применена лемма Морса из теории катастроф[6]. Положи-
тельная определенность функции Ляпунова будет определяться знаками коэффициентов квад-
ратичной формы, т.е. знаками собственных значений матрицы Гесса (матрицы устойчивости [7]). 
По лемме Морса функцию Ляпунова (9) локально в окрестности стационарного состояния можно 
представить в виде квадратичной формы. 

 

     
   

, ,

, , , , , ,

n n
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V x b b k a a x b b k a a x

b b k a a x b b k a a x

 
           

 
         

                 
               

  

 
            (10) 

 
Условия устойчивости стационарного состояния (5) определяются системой неравенств: 
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       


       
       











                      (11) 

 

Таким образом, для системы управления, построенной в классе трехпараметрических 
структурно-устойчивых отображений существует стационарное состояние (5), которое является 
устойчивым при изменении неопределенных параметров объекта в области (11). 
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«ЭЛЛИПТИКАЛЫҚ ОМБИЛИКА» АПАТЫ КЛАСЫНДА M КІРІСТІ ЖƏНЕ  
N ШЫҒЫСТЫ БАСҚАРУ ЖҮЙЕЛЕРІНІҢ РОБАСТЫ ОРНЫҚТЫЛЫҒЫН ЗЕРТТЕУ 

 
Аннотация. Мақалада m кіріс жəне n шығысты объектілер үшін үш параметрлі құрылымдық орнықты 

бейнелеу сыныбында (эллиптикалық омбилика апатында) құрастырылған, робасты орнықтылық əлеуеттілігі 
жоғарылатылған басқару жүйелерін зерттеу туралы баяндалады. Басқару жүйелерінің робасты тұрақтылығын 
зерттеу Ляпунов функциясын құрастыруда негізделеді. Ляпунов функциясы вектор-функция тұлғасында құ-
растырылып, градиенті жүйенің жылдамдық векторының компоненттерімен беріледі. Жүйенің тұрақталған 
күйінің орнықтылық аймағы басқару нысанының тұрлаусыз параметрлері жəне басқарушы құрылғының 
таңдалатын параметрлері бойынша қарапайым теңсіздіктер жүйесі түрінде алынған.  

Түйін сөздер: робасты орнықтылық, Ляпунов функциясы, эллиптикалық омбилика, үш параметрлі 
құрылымдық орнықты бейнелеу. 
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